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Bevezet®

Szakdolgozatomban polinomok racionális számtest fölötti irreducibilitását vizsgá-
lom. Mindig feltehetjük, hogy a polinom egész együtthatós, hiszen ha a polinom
együtthatói racionális számok, a nevez®k legkisebb közös többszörösével beszorozva
egész együtthatós polinomot kapunk. A Gauss-lemma alapján ha egy egész együtt-
hatós polinom Q fölött felbomlik kisebb fokú polinomok szorzatára, akkor Z fö-
lött is felbomlik ilyen módon. Ezért a továbbiakban mindig Z fölötti polinomokat
tekintünk, és felbontáson mindig két kisebb fokszamú egész együtthatós polinom
szorzatára való felbontást értünk.

A Kronecker módszer [8] általános eljárás polinomok irreducibilitásának vizsgá-
latára, viszont �nagy� polinomok esetén rengeteg számolással jár, ami még a mai szá-
mítógépeknek is túl hosszadalmas. Ezért hasznosak az irreducibilitási kritériumok,
melyek egyszer¶ elégséges feltételeket adnak polinomok irreducibilitására. Irreduci-
bilitási kritériumokról és azok történetér®l b®vebb áttekintés található Dorwart [3]
és Oleinikov [11] cikkében.

Dolgozatom egyik f® témája a Newton-poligon. A numerikus analízisben a
Newton-módszer (más néven a Newton-Raphson-módszer) az egyik legismertebb
módszer, amivel valós függvények esetén jól közelíthetjük a zérushelyeket. Létezik
egy kevésbé ismert Newton-módszer is, melyben Newton f(x, y) = 0 alakú egyen-
letb®l y-t fejezte ki x segítségével sorfejtéssel. Ennek során a sor egy-egy újabb
tagjának meghatározásához használt poligonokat, melyek az f(x, y) kétváltozós po-
linomfüggvény monomjainak ábrázolásából adódnak. A szakdolgozatomban taglalt
Newton-poligon az ebben a módszerben szerepl® poligonhoz hasonló, kés®bb ezért
nevezték el Newton tiszteletére Newton-poligonnak. Christensen cikkében [1] pontos
leírás található Newton módszerér®l.

Szakdolgozatomban kulcsszerep jut Dumas tételének, melynek erejét mutat-
ja, hogy segítségével tömegesen �gyárthatunk� irreducibilitási kritériumokat. Ilyen
például a híres Schönemann�Eisenstein-féle irreducibilitási kritérium, mely Dumas
tételének egy triviális következménye. A 3. fejezetben további kritériumokat is
bemutatok, melyek Dumas tételének egyszer¶ következményei. Dumas tételének
segítségével komoly tételek is bizonyíthatóak, például Schur egy, a dolgozatom-
ban is tárgyalt tétele, mely irreducibilis polinomok egész családját adja. E tétel
alapján a sin(x), cos(x), ex Taylor-polinomjai irreducibilisek, továbbá az Ln =
ex

n!
dn

dxn
(e−xxn) =

∑n
k=0 (−1)

k ·
(
n
k

)
· xk
k!

formulákkal de�niált Laguerre-polinomok is.
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1. Newton-poligon

Ebben a fejezetben de�niáljuk a Newton-poligont, majd egy példán mutatjuk be, ho-
gyan konstruáljuk meg egy adott polinomnak adott p prímszámhoz tartozó Newton-
poligonját. Ehhez el®ször egész számok egy speciális felbontását vizsgáljuk, melyben
egy rögzített p prímszám legnagyobb hatványát kiemelve szorzattá alakítjuk a szá-
mot. Legyen m 6= 0 egész szám, p prímszám, és bontsuk fel m-et m = pαa alakban,
ahol p - a. Jelölje νp(m) az α kitev®t. Technikai okokból használjuk a νp(0) = ∞
megállapodást.

A következ® lemma kimondja, mi történik ezzel a kitev®vel, ha két természetes
szám összegét, vagy szorzatát bontjuk fel. Erre a kés®bbiekben szükségünk lesz, így
bizonyítjuk is.

1.1. Lemma. Legyen u, v ∈ Z és p tetsz®leges prím. Ekkor

1. νp(uv) = νp(u) + νp(v);

2. νp(u+ v) ≥ min(νp(u), νp(v));

3. ha νp(u) 6= νp(v), akkor νp(u+ v) = min(νp(u), νp(v)).

Bizonyítás. Ha u, v valamelyike 0, akkor mindhárom állítás triviális, ezért a továb-
biakban feltesszük, hogy u, v 6= 0. Legyen u = pαa, v = pβb, ahol p - a és p - b.

1. A szorzatot felírhatjuk uv = pαapβb = pα+βab alakban. Ekkor νp(uv) =
α + β = νp(u) + νp(v), hiszen p prím, így a prímtulajdonság alapján p - ab.

2. Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy α ≤ β. Ekkor u + v =
pαa+ pβb = pα(a+ pβ−αb), ezért νp(u+ v) ≥ α = min(νp(u), νp(v)).

3. Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy α < β. A fenti gondo-
latmenethez hasonlóan u + v = pα(a + pβ−αb). Mivel p - a és p | pβ−αb, így
p - a+ pβ−αb. Ezért νp(u+ v) = α = min(νp(u), νp(v)).

1.2. Megjegyzés. Figyeljük meg, hogy ha νp(u) = νp(v), akkor u+v felbontásában
tetsz®legesen nagy kitev® is szerepelhet, tehát tetsz®leges n ∈ N és N ≥ n esetén
létezik olyan u, v, hogy νp(u) = νp(v) = n és νp(u + v) = N . Például ha u =
pn · (pN−n − 1) és v = pn · 1, akkor u+ v = pn(pN−n − 1 + 1) = pnpN−n = pN · 1.

Ezek után de�niálhatjuk egy polinom p-hez tartozó Newton-poligonját, melyhez
a polinom minden monomjának együtthatóját felbontjuk a fenti módon, majd ábrá-
zoljuk a megfelel® kitev®ket. Összekötjük a kapott pontokat és a töröttvonal fölötti
halmaz konvex burkának alsó határa lesz a Newton-poligon.

1.3. De�níció. Legyen p egy rögzített prímszám, f =
∑n

i=0Aix
i ∈ Z[x] és tegyük

fel, hogy A0 6= 0 és An 6= 0. Ábrázoljuk a síkon az (i, νp(Ai)) pontokat, amennyiben
Ai 6= 0, majd kössük össze ®ket és tekintsük az így kapott töröttvonal �fölötti� hal-
mazt. Az f polinom p-hez tartozó Newton-poligonja ezen halmaz konvex burkának
alsó határa. Legyenek P0, P1, . . . azok az ábrázolt pontok, amelyek csúcsai a Newton-
poligonnak. A PjPj+1 szakaszokat a Newton-poligon oldalainak nevezzük. Legyen
Pj = (i1, α1), Pj+1 = (i2, α2), ekkor az i2− i1 mennyiséget a PjPj+1 oldal �vízszintes
hosszának�, röviden v-hosszának nevezzük.
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Nézzünk egy példát, melyben konkrét f polinomra és p prímszámra határozzuk
meg a Newton-poligont.

1.4. Példa. Legyen f = 36 + 2x+ 6x2 + 2x4 + 18x5 + 3x7 + 54x9 + 18x10 és p = 3.
Ekkor

f = 32 · 4 + 30 · 2x+ 31 · 2x2 + 30 · 2x4 + 32 · 2x5 + 31 · 1x7 + 33 · 2x9 + 32 · 2x10.

A felbontásból leolvasható, hogy a következ® pontokat kell ábrázolnunk:

(0, 2), (1, 0), (2, 1), (4, 0), (5, 2), (7, 1), (9, 3), (10, 2).

(0,2)

(1,0)

(2,1)

(4,0)

(5,2)

(7,1)

(9,3)

(10,2)

Tekintsük a szaggatott vonal fölötti halmaz konvex burkának alsó határát. Ez a
töröttvonal az f polinom p = 3-hoz tartozó Newton-poligonja.

P0

P1 P2

P3

Figyeljük meg, hogy az ábrázolt 8 pont közül csupán a

P0 = (0, 2), P1 = (1, 0), P2 = (4, 0), P3 = (10, 2)

pontok lesznek csúcsai a Newton-poligonnak. A (7, 1) koordinátájú pont nem csúcsa
a Newton-poligonnak, annak ellenére hogy szerepelt a fent ábrázolt pontok között.
El®fordulhat olyan eset is, amikor a Newton-poligon egy oldalára olyan rácspont
esik, amely nem szerepelt az ábrázolt pontok között. Az ábrán például a P1P2

oldalon találhatóak a (2, 0) és (3, 0) rácspontok, amelyeket természetesen szintén
nem tekintjük a Newton-poligon csúcsainak.
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2. Dumas tétele

A következ®kben Dumas tételét [4] és bizonyítását [13] ismertetjük. Ez a tétel
kimondja, hogy ha egy f polinom el®áll két alacsonyabb fokszámú polinom szor-
zataként, akkor ezen tényez®k Newton-poligonjainak összeillesztésével megkapható
f Newton-poligonja. Ennek segítségével a kés®bbiekben különböz® irreducibilitási
kritériumokat fogunk belátni. Miel®tt precízen kimondanánk és bizonyítanánk a
tételt, tekintsük a következ® példát.

2.1. Példa. Legyen

f = 27000 + 5430x3 + 27375x4 + 125x5 + 6x6 + 105x7 + 400x8 + 125x9.

Az f polinom felbomlik a következ® g és h irreducibilis polinomok szorzatára: g =
5400+6x3 +75x4 +25x5, h = 5+x3 +5x4. Tekintsük a g és h polinomok p = 5-höz
tartozó Newton poligonját.

(0,2)

(3,0)

(5,2)

1. ábra. g Newton-poligonja

(0,1)

(3,0)

(4,1)

2. ábra. h Newton-poligonja

Dumas tétele alapján g és h Newton-poligonjából megkapható f Newton-poligon-
ja. Vegyük a g és h polinom Newton-poligonjában található összes oldalt, majd
rendezzük ®ket meredekségük szerint növekv® sorrendbe. A Newton-poligon konve-
xitása miatt az oldalak meredeksége balról jobbra haladva n®, így g és h Newton-
poligonjaiból egyértelm¶en megkapható f Newton-poligonja, hiszen csak a meredek-
ség szerint növekv® sorrendbe rendezett oldalakat kell sorban egymás után összef¶z-
ni. Az ábrán folytonos vonal jelöli azokat az oldalakat, melyek g Newton-poligonjából
származnak, míg a szaggatott vonallal jelölt oldalakat h Newton-poligonjából vet-
tük.

(0,3)

(3,1)

(4,3) (5,3)

(6,0)

(7,1)

(8,2)

(9,3)

3. ábra. f Newton-poligonja
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2.2. Tétel (Dumas tétele). Legyen f, g, h ∈ Z[x] és f = g · h. Ekkor f Newton-
poligonja el®áll g és h Newton-poligonja oldalainak összeillesztésével.

Bizonyítás. Legyen f =
∑n

i=0Aix
i, g =

∑m
j=0Bjx

j és h =
∑n−m

k=0 Ckx
k. Tekintsük

az f polinom nemnulla együtthatójú tagjait, és legyen I = {i | Ai 6= 0}. Minden
i ∈ I esetén végezzük el az Ai = aip

αi felbontást, ahol p - ai. Ekkor αi = νp(Ai) és
f =

∑
i∈I aip

αixi.
Hasonlóan járunk el a g és h polinomokra: g =

∑
j∈J bjp

βjxj és h =
∑

k∈K ckp
γkxk,

ahol J = {j | Bj 6= 0} és K = {k | Ck 6= 0}. Mivel f el®áll g és h szorzataként, ezért
deg f = n = deg g + deg h.

Legyen P`P`+1 az f polinom Newton-poligonjának egy oldala, és legyenek P` ko-
ordinátái (i−, αi−), valamint P`+1 koordinátái (i+, αi+). Ekkor az oldal meredeksége:

M =
αi+ − αi−
i+ − i−

.

A P`P`+1 oldal az α = Mi + F egyenlet¶ egyenesen van, ahol F = αi+ −Mi+ =
αi− − Mi−. Vegyük észre, hogy a konvexitás miatt minden (i, αi) pont ezen az
egyenesen, vagy fölötte helyezkedik el, tehát minden i ∈ I esetén αi−Mi ≥ F , ahol
az egyenl®tlenség szigorú i < i− és i > i+ esetén.

2.3. De�níció. Nevezzük minden i ∈ N0, A ∈ Z esetén a νp(A) −Mi számot az
Axi monom súlyának, jelölése: w(Axi).

2.4. Megjegyzés. A fentiekb®l az f polinom monomjai súlyára a következ®t kap-
juk:

w(aip
αixi) > F , ha i < i−;

w(aip
αixi) = F , ha i− ≤ i ≤ i+;

w(aip
αixi) > F , ha i > i+.

Tehát az f -beli monomok súlyainak minimuma F , továbbá az i− és i+ számok
egyértelm¶en meghatározottak, mint x legkisebb illetve legnagyobb kitev®je, mely
esetén a monom súlya minimális.

2.5. Lemma. Legyen B,C ∈ Z és j, k ∈ N0. Ekkor

1. w(Bxj · Cxk) = w(Bxj) + w(Cxk);

2. w(Bxj + Cxj) ≥ min(w(Bxj), w(Cxj)); és

3. ha w(Bxj) 6= w(Cxj), akkor w(Bxj + Cxj) = min(w(Bxj), w(Cxj)).

Bizonyítás.

1. Vizsgáljuk el®ször az egyenl®ség bal oldalát:

w(Bxj · Cxk) = w(BCxjxk) = w(BC · xj+k).

A súly de�níciója alapján a bal oldal w(Bxj · Cxk) = νp(BC) −M(j + k).
Felhasználva az 1.1. Lemma 1. pontját, átalakítás után kapjuk, hogy νp(BC)−
M(j + k) = νp(B) −Mj + νp(C) −Mk. Ez a súly de�níciója alapján éppen
w(Bxj) + w(Cxk), ami a jobb oldalon szerepel.
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2. A súly de�nícióját alkalmazvamin(w(Bxj), w(Cxj)) = min(νp(B)−Mj, νp(C)−
Mj) = min(νp(B), νp(C)) − Mj. A bizonyítandó egyenl®tlenség bal oldalát
alakítva kapjuk, hogy w(Bxj +Cxj) = w((B+C)xj). A súly de�níciója alap-
ján w((B + C)xj) = νp(B + C) − Mj. Az 1.1. Lemma 2. állítása szerint
νp(B + C) ≥ min(νp(B), νp(C)), ezzel az egyenl®tlenséget beláttuk.

3. A w(Bxj) 6= w(Cxj) feltétel a súly de�níciója alapján νp(B)−Mj 6= νp(C)−
Mj alakra hozható, amib®l νp(B) 6= νp(C) adódik. A bizonyítandó egyenl®ség
bal oldalát átalakítva kapjuk, hogy w(Bxj + Cxj) = νp(B + C) −Mj. Mivel
νp(B) 6= νp(C), ezért az 1.1. Lemma 3. pontját alkalmazva kapjuk, hogy
νp(B+C) = min(νp(B), νp(C)). Így w(Bxj+Cxj) = min(νp(B), νp(C))−Mj =
min(νp(B)−Mj, νp(C)−Mj), ami a súly de�níciója alapján nem más, mint
min(w(Bxj), w(Cxj)).

Visszatérve a tétel bizonyítására, tekintsük a g polinomra a

G = min
j∈J

(w(Bjx
j)) = min

j∈J
(βj −Mj)

értéket és legyen j− és j+ az x legkisebb és legnagyobb kitev®je, melyre

G = βj− −Mj− = βj+ −Mj+. (2.1)

Hasonlóan, legyen a h polinomra

H = min
k∈K

(w(Ckx
k)) = min

k∈K
(γk −Mk),

és legyen k− és k+ az x legkisebb és legnagyobb kitev®je, melyre

H = γk− −Mk− = γk+ −Mk+. (2.2)

Vizsgáljuk a j− + k− kitev®j¶ tagot az f = g · h egyenl®ségben. A polinomok
szorzásának szabályából tudjuk, hogy:

Aj−+k−x
j−+k− =

∑
j+k=j−+k−

Bjx
j · Ckxk. (2.3)

1. Ha j = j− és k = k−, akkor w(Bjx
j) = G és w(Ckxk) = H, tehát a 2.5. Lemma

1. pontja alapján w(Bjx
j · Ckxk) = G+H.

2. Ha j > j−, akkor k < k−, tehát w(Bjx
j) ≥ G és w(Ckxk) > H, tehát

a 2.5. Lemma 1. pontja alapján w(Bjx
j · Ckxk) > G+H.

3. Hasonlóan, ha j < j−, akkor k > k−, tehát w(Bjx
j) > G és w(Ckxk) ≥ H,

tehát a 2.5. Lemma 1. pontja alapján w(Bjx
j · Ckxk) > G+H.

A (2.3) egyenl®ség jobb oldalát kettébontva:∑
j+k=j−+k−

Bjx
j · Ckxk =

∑
j+k=j−+k−
(j,k)6=(j−,k−)

Bjx
j · Ckxk +Bj−x

j− · Ck−xk− .
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Jelölje S a fenti egyenl®ség jobb oldalán álló szummát. Ekkor a 2.5. Lemma 2.
pontja alapján

w(S) ≥ min{w(Bjx
j · Ckxk) | j + k = j− + k−, (j, k) 6= (j− + k−)} > G+H.

Tehát w(S) > G+H és w(Bj−x
j−Ck−x

k−) = G+H, ezért a 2.5. Lemma 3. pontja
miatt

w(Aj−+k−x
j−+k−) = w

( ∑
j+k=j−+k−

Bjx
j · Ckxk

)
= min(w(S), G+H) = G+H.

A bizonyítás következ® részében megmutatjuk, hogy F = G+H és i− = j−+k−.
Ehhez vizsgáljuk az Aixi monomot tetsz®leges i ∈ I esetén:

Aix
i =

∑
j+k=i

Bjx
j · Ckxk.

Amennyiben i < j− + k−, akkor j < j− vagy k < k−. Az els® esetben w(Bjx
j) > G

és w(Ckxk) ≥ H, így a 2.5. Lemma 1. pontja szerint w(Aixi) > G +H. A második
esetben w(Bjx

j) ≥ G és w(Ckxk) > H, ezért a 2.5 lemma 1. pontja miatt w(Aixi) >
G+H. Ha i > j−+ k−, akkor w(Bjx

j) ≥ G és w(Ckxk) ≥ H, ezért a 2.5. Lemma 1.
pontja alapján w(Aixi) ≥ G+H.

Összefoglalva:

i < j− + k− =⇒ w(Aix
i) > G+H;

i = j− + k− =⇒ w(Aix
i) = G+H;

i > j− + k− =⇒ w(Aix
i) ≥ G+H.

Tehát min{w(Aixi) | i ∈ I} = G+H, továbbá

j− + k− = min{i | w(Aixi) = G+H}.

Másrészt, a 2.4. Megjegyzés szerint min{w(Aixi) | i ∈ I} = F, valamint

i− = min{i | w(Aixi) = F}.

Ezekb®l következik, hogy F = G+H és i− = j−+k−. Az i+ = j++k+ egyenl®séget
hasonlóan bizonyíthatjuk.

Mivel i− = j− + k− és i+ = j+ + k+, ezért

i+ − i− = (j+ − j−) + (k+ − k−). (2.4)

Ha j+ − j− és k+ − k− is pozitív, akkor g Newton-poligonjában van egy (j−, βj−)
és (j+, βj+) végpontú oldal, illetve h Newton-poligonjában található (k−, γk−) és
(k+, γk+) végpontokkal megadható oldal. Ez a két oldal éppen M meredekség¶,
hiszen (2.1) és (2.2) miatt

βj+ − βj−
j+ − j−

=M =
γk+ − γk−
k+ − k−

.

A (2.4) egyenl®ségb®l következik, hogy az M meredekség¶ oldalak v-hosszainak
összege a g és a h polinomok Newton-poligonjában megegyezik az f Newton-poligon-
jában található M meredekség¶ oldal, azaz P`P`+1 v-hosszával.
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Ha j+−j− és k+−k− valamelyike nulla, akkor csak g vagy h Newton-poligonjában
található M meredekség¶ oldal, melynek v-hossza megegyezik P`P`+1 v-hosszával.

Beláttuk, hogy f Newton-poligonjának minden oldala vagy szerepel g vagy h
Newton-poligonjában, vagy el®áll g és h Newton-poligonja egy-egy oldalának össze-
illesztésével, azaz f Newton-poligonja �felépíthet®� a g és h Newton-poligonját alkotó
oldalakból.

Nyilvánvalóan az f polinom Newton-poligonjában az oldalak v-hosszainak össze-
ge éppen deg f, hasonlóan a g polinom Newton-poligonjában az oldalak v-hosszainak
összege deg g, továbbá a h polinom Newton-poligonjában az oldalak v-hosszainak
összege deg h. Mivel deg f = deg g + deg h, ezért g és h Newton-poligonjának min-
den oldalát felhasználtuk f Newton-poligonjának fenti felépítésében.

Vegyük észre, hogy amennyiben egy polinom Newton-poligonja csak egy oldalból
áll, melyen nem található rácspont, akkor a 2.2. Tétel miatt a polinom irreducibilis.
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3. Irreducibilitási kritériumok

Ebben a részben különböz® irreducibilitási kritériumokat fogunk kimondani, melye-
ket Dumas tételével könnyedén be tudunk bizonyítani. A könnyebb felírás érdekében
bevezetjük a pontos osztó fogalmát.

3.1. De�níció. Tetsz®leges p prímszám és a egész szám esetén azt mondjuk, hogy
pk pontos osztója a-nak, ha νp(a) = k.
Jelölés: pk ‖ a.

Az egyik legels® irreducibilitási kritérium a Schönemann�Eisenstein-féle kritéri-
um. Schönemann egy 1846-os cikkében szerepel ez a tétel [14], Eisenstein pár évvel
kés®bb, függetlenül Schönemanntól, 1850-ben publikálta [5]. A kritérium történeté-
r®l b®vebb leírás található Cox cikkében [2].

3.2. Tétel (Schönemann�Eisenstein-tétel). Legyen f = anx
n+ . . .+a1x+a0 ∈

Z[x]. Ha létezik olyan p prímszám, melyre

p ‖ a0, p | a1, . . . , p | an−1, p - an,

akkor f irreducibilis a racionális számok teste felett.

Bizonyítás. Ebben a speciális esetben az f polinom p-hez tartozó Newton-poligonja
egyetlen oldalból áll (0, 1) és (n, 0) végpontokkal, melyen nem található rácspont,
tehát a 2.2. Tételb®l következik, hogy f irreducibilis.

Az el®z® tételnek egy általánosabb formája a következ® tétel.

3.3. Tétel. Legyen f = anx
n + · · ·+ a1x+ a0 ∈ Z [x] és 1 ≤ k ≤ n− 1. Ha létezik

olyan p prímszám, amelyre

p ‖ a0, p | a1, . . . , p | ak, p - ak+1,

akkor f -nek van olyan irreducibilis osztója, melynek foka legalább k + 1.

Bizonyítás. A megadott oszthatósági feltételek miatt az f polinom Newton-poligon-
jában biztosan szerepel a (0, 1) és (k + 1, 0) végpontokkal megadott oldal, melyen
nincs másik rácspont. Ekkor a 2.2. Tétel szerint f irreducibilis felbontásában vala-
melyik tényez® Newton-poligonjának tartalmaznia kell ezt az oldalt, vagyis ennek a
tényez®nek a foka legalább k + 1.

Vegyük észre, hogy a k = n−1 eset éppen a Schönemann�Eisenstein-kritériumot
adja. A tételt a k = n − 2 esetben alkalmazva kapjuk az alábbi irreducibilitási
kritériumot, mely megtalálható Perron cikkében [12].

3.4. Következmény. Legyen f = anx
n + · · · + a1x + a0 ∈ Z [x]. Ha f -nek nincs

racionális gyöke, és létezik olyan p prímszám, amelyre

p ‖ a0, p | a1, . . . , p | an−2, p - an−1,

akkor f irreducibilis.
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Bizonyítás. A feltételek szerint f Newton-poligonja két oldalból áll, a bal széls® oldal
végpontjai (0, 1) és (n− 1, 0), míg a másik oldal végpontjai (n− 1, 0) és (n, νp(an)).
Mivel a bal széls® oldalon nem található rácspont, így ha f nem irreducibilis, akkor
csak egy (n − 1)-ed fokú és egy els®fokú polinom szorzatára bontható. Azonban
f -nek nincs racionális gyöke, ezért nem lehet els®fokú osztója. Következésképp f
irreducibilis.

Alkalmazásként oldjuk meg az 1993-as Nemzetközi Matematikai Diákolimpia els®
feladatát. Ehhez Rolle tételét is használni fogjuk, melynek segítségével ellen®rizhet®,
hogy egy egész együtthatós polinomnak van-e racionális gyöke.

3.5. Tétel (Rolle tétele). Legyen f = anx
n + . . .+ a1x+ a0 egy tetsz®leges egész

együtthatós polinom. Ha s
t
egy egyszer¶síthetetlen tört alakjában felírt racionális

szám, akkor

f

(
s

t

)
= 0 =⇒ t | an, s | a0.

3.6. Megjegyzés. Vegyük észre, hogy an = 1 esetén az f polinom racionális gyökei
mindig egész számok.

3.7. Példa. Bizonyítsuk be, hogy n > 1 esetén az xn + 5xn−1 + 3 polinom irredu-
cibilis.

Vegyük észre, hogy p = 3 esetén teljesülnek a 3.4. Következmény oszthatósági
feltételei, hiszen 3 ‖ 3 és 3 - 5. A 3.5. Tétel szerint, ha f -nek van racionális gyöke,
akkor a gyöke egy olyan egész szám, mely osztja f konstans tagját, ami esetünkben
3. Tehát ha f -nek van racionális gyöke, akkor az csak ±1,±3 lehet. Könnyen
ellen®rizhet®, hogy ezek egyike sem gyöke f -nek, ezért a 3.4. Következmény összes
feltétele teljesül, vagyis f irreducibilis.

A következ® kritérium Netto 1896-os cikkében szerepel [10].

3.8. Tétel. Legyen f = anx
n + · · ·+ a1x+ a0 ∈ Z [x] és k < n

2
. Ha létezik olyan p

prímszám, amelyre

p2 ‖ a0, p2 | a1, . . . , p2 | ak, p | ak+1, . . . , p | an−1, p - an,

akkor f -nek nincs olyan osztója, melynek foka legfeljebb k.

Bizonyítás. Az f polinom Newton-poligonja legfeljebb két oldalból állhat, hiszen
νp(a0) = 2 és νp(an) = 0. Ha egy oldalból áll, akkor annak az oldalnak a két
végpontja a (0, 2) és az (n, 0) pont. Amennyiben f foka páratlan, nincs rácspont az
oldalon, tehát f irreducibilis. Ha f foka páros, akkor az (n

2
, 1) rácspont az oldalra

esik, tehát f csak két n
2
-ed fokú polinom szorzatára bomolhat (ha nem irreducibilis),

viszont k < n
2
.

Amennyiben f Newton-poligonja két oldalból áll, akkor három csúcsa van: (0, 2),
(a, 1) és (n, 0). A p2 | a1, . . . , p2 | ak feltételekb®l következik, hogy a ≥ k+1. Továbbá
a ≤ n

2
, mert ellenkez® esetben a második oldal meredeksége kisebb lenne mint az

els® oldalé, ami a konvexitás miatt nem lehetséges. Tehát a Newton-poligon két
oldalának v-hossza a ≥ k + 1 és n− a ≥ n

2
> k, így a 2.2. Tétel alapján f bármely

osztójának foka nagyobb, mint k.

Az n = 2k+1 speciális esetb®l adódik az alábbi kritérium, ez szerepel Netto [10]
és Oleinikov cikkében is [11].
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3.9. Következmény. Legyen f = a2k+1x
2k+1 + · · · + a1x + a0 ∈ Z [x]. Ha létezik

olyan p prímszám, amelyre

p2 ‖ a0, p2 | a1, . . . , p2 | ak, p | ak+1, . . . , p | a2k, p - a2k+1,

akkor f irreducibilis.

Bizonyítás. Alkalmazzuk a 3.8. Tételt n = 2k + 1 esetén. Ekkor k = n−1
2

< n
2
,

továbbá az oszthatósági feltételek is teljesülnek, vagyis f -nek nincs olyan osztója,
melynek foka legfeljebb k. Azonban, ha f felbomlana két polinom szorzatára, akkor
a kisebb fokszámú tényez® foka legfeljebb k lenne, tehát f irreducibilis.

Königsberger [9] a következ® kritériumot adta ötödfokú polinomokra, amelyben
már két prím szerepel.

3.10. Tétel. Legyen f = a5x
5 + a4x

4 + a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0 ∈ Z [x]. Ha léteznek
olyan különböz® p és q prímszámok, amelyekre

p3 ‖ a0, p3 | a1, p2 | a2, p | a3, p - a4, p - a5,
q3 ‖ a0, q3 | a1, q2 | a2, q ‖ a3, , q | a4, q - a5,

akkor f irreducibilis.

Bizonyítás. Az f polinom bármilyen a0, a1, . . . , a5 együtthatói esetén a megadott
oszthatósági feltételek szerint a p-hez és q-hoz tartozó Newton-poligon a következ®
(az ábrázolt pontokon kívül más pont nem szerepelhet Newton-poligonban):

(0,3)

(4,0) (5,0)

4. ábra. p-hez tartozó Newton-poligon

(0,3)

(3,1)

(5,0)

5. ábra. q-hoz tartozó Newton-poligon

A 4. ábra alapján az f polinom, ha felbomlik, csak egy els® és egy negyedfokú poli-
nom szorzatára bomolhat. Ellenben az 5. ábra szerint az f polinom csak egy másod-
és egy harmadfokú polinom szorzatára bontható. Következésképp f irreducibilis.
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4. Egy összetettebb példa

Ebben a részben egy összetettebb példát vizsgálunk, mely Filaseta egyik 2005-ös
el®adásában szerepelt [7].

4.1. Példa. Vizsgáljuk irreducibilitási szempontból az

f = 81000 + 2700x2 + 150x4 + 15x6 + 20x7 + 42x8

polinomot.
Tekintsük az f polinom p = 5�höz tartozó Newton-poligonját. Ehhez bontsuk

fel f minden együtthatóját a korábban látott módon:

f = 53 · 648 + 52 · 108x2 + 52 · 6x4 + 51 · 3x6 + 51 · 4x7 + 50 · 42x8.

Így az alábbi Newton-poligont kapjuk:

(0,3)

(2,2) (4,2)

(6,1) (7,1)

(8,0)

6. ábra. p = 5�höz tartozó Newton-poligon

Vizsgáljuk meg, hogy ha f felbontható polinomok szorzatára, az osztóknak milyen
fokszámai lehetnek. A Newton-poligonban egy 2 és egy 6 v-hosszú oldal szerepel,
de a hosszabb oldalon található rácspont, így az felbomolhat két 3 v-hosszú oldalra.
Tehát egy tetsz®leges f = g ·h nemtriviális felbontásnál g és h Newton-poligonjában
együttesen 2, 3, 3 v-hosszúságú oldalak szerepelnek. Így a (k, l) := (deg g, deg h)
fokszámpárra két lehet®ség van: (k, l) = (2, 3 + 3) = (2, 6) és (k, l) = (3, 2 + 3) =
(3, 5). (Az általánosság megszorítása nélkül feltettük, hogy k ≤ l.)

Hasonlóan járjunk el p = 3 esetén is, ekkor az együtthatók megfelel® felbontása
a következ®:

f = 34 · 1000 + 33 · 100x2 + 31 · 50x4 + 31 · 5x6 + 30 · 20x7 + 31 · 14x8,

melyhez a következ® Newton-poligon tartozik:
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(0,4)

(2,3)

(4,1) (6,1)

(7,0)

(8,1)

7. ábra. p = 3�hoz tartozó Newton-poligon

Itt az oldalak v-hosszai: 1, 3, 4, tehát a fentiekhez hasonlóan a (k, l) fokszámpárra
az (1, 3 + 4) = (1, 7), (3, 1 + 4) = (3, 5) és (4, 1 + 3) = (4, 4) lehet®ségek adódnak.

Vizsgáljuk a p = 2�höz tartozó Newton-poligont. Ekkor az együtthatók felbon-
tása

f = 23 · 10125 + 22 · 675x2 + 21 · 75x4 + 20 · 15x6 + 22 · 5x7 + 21 · 21x8,

mely alapján a p = 2�höz tartozó Newton-poligon a következ®:

(0,3)

(2,2)

(4,1)

(6,0)

(7,2)

(8,1)

8. ábra. p = 2�höz tartozó Newton-poligon

Ebben az esetben egy 6 és egy 2 v-hosszúságú oldalt kapunk, azonban a 6 v-
hosszúságú oldalt a rácspontok három 2 v-hosszúságú szakaszra bontják. Ennek
alapján a lehetséges (k, l) párok (2, 2 + 2 + 2) = (2, 6) és (2 + 2, 2 + 2) = (4, 4).

Tehát a p = 5, 3, 2 prímekhez tartozó Newton-poligonokat vizsgálva a (k, l) fok-
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számpárra az alábbi lehet®ségeket kaptuk:

p = 5: (2, 6) (3, 5)

p = 3: (1, 7) (3, 5) (4, 4)

p = 2: (2, 6) (4, 4)

Mivel nem található olyan felbontás, amely mind a három prímszám esetén kielégíti
a fokszámokra vonatkozó feltételt, így f nem bontható fel, tehát irreducibilis.
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5. Schur tétele

Ebben a fejezetben Schur egy szép tételét ismertetjük. A bizonyításhoz három lem-
mát használunk fel, melyek közül az els®t be is látjuk.

5.1. Lemma. Legyenek k, l egészek úgy, hogy k > l ≥ 0 és legyen g =
∑n

j=0 bjx
j ∈

Z[x]. Tegyük fel, hogy létezik olyan p prím, melyre p - bn, és p | bj minden j ∈
{0, 1, . . . , n− l−1} esetén, továbbá a g polinom p-hez tartozó Newton-poligonjában a
bal széls® oldal meredeksége nagyobb mint − 1

k
. Ekkor g-nek nincs olyan u ∈ Z[x] osz-

tója, melyre l + 1 ≤ deg u ≤ k, s®t ugyanez érvényes az f =
∑n

j=0 ajbjx
j polinomra

is tetsz®leges a0, a1, . . . , an ∈ Z esetén, amennyiben p - a0 és p - an.

Bizonyítás. El®ször indirekt módon belátjuk az állítást a g polinomra. Tegyük fel,
hogy létezik a g polinomnak olyan osztója, melynek a foka l+1 és k közé esik, legyen
ez az osztó u. Vizsgáljuk a g polinom p-hez tartozó Newton-poligonját.

Mivel a Newton-poligon oldalainak meredeksége a konvexitás miatt balról jobbra
n®, ezért minden oldal meredeksége nagyobb, mint − 1

k
. Továbbá p - bn miatt a poli-

gon jobb széls® pontja (n, 0) az els® tengelyen van, ezért minden oldal meredeksége
nempozitív, azaz az oldalak meredekségei − 1

k
és 0 között vannak. A jobb széls®

oldal meredeksége lehet 0 is, ha létezik olyan bj (j ∈ {n − l, n − l + 1, . . . , n − 1}),
melyre p - bj.

Tekintsünk egy tetsz®leges negatív meredekség¶ oldalt. Legyen ennek az ol-
dalnak a két végpontja (a, b) és (c, d). Mivel az oldal meredeksége negatív, ezért
d−b < 0. Másrészt, az oldalak rácspontokat kötnek össze, tehát d−b ∈ Z. Követke-
zésképp d−b ≤ −1. Az (a, b) és (c, d) pontokon áthaladó egyenes meredeksége éppen
d−b
c−a , továbbá a d− b ≤ −1 egyenl®tlenséget felhasználva: d−b

c−a ≤
−1
c−a . A lemma felté-

tele alapján ennek az oldalnak a meredeksége nagyobb mint − 1
k
, ezért − 1

c−a > −
1
k
,

melyb®l c− a > k adódik, tehát az oldal v-hossza nagyobb mint k. Vagyis negatív
meredekség¶ oldal nem szerepelhet u Newton-poligonjában, hiszen deg u ≤ k.

Az el®z®ekb®l következik, hogy u Newton-poligonjában csak 0 meredekség¶ ol-
dal szerepelhet, viszont a p | bj (j = 0, 1, . . . , n − l − 1) feltétel miatt g Newton-
poligonjában a 0 meredekség¶ (jobb széls®) oldal v-hossza legfeljebb l lehet, tehát
deg u ≤ l, ami ellentmond az l + 1 ≤ deg u feltételnek.

Térjünk át az f polinom vizsgálatára. Figyeljük meg mi történik g Newton-
poligonjával, ha minden együtthatóját megszorozzuk egy egész számmal. Vegyük
észre, hogy ha p | aj, akkor νp(ajbj) > νp(bj), valamint ha p - aj, akkor νp(ajbj) =
νp(bj). Tehát minden j-re νp(ajbj) ≥ νp(bj), azaz a g-r®l f -re való áttérés során a
pontok csak �felfelé� mozdulhatnak el. Mivel p - a0, a poligon bal széls® pontja
helyben marad, ezért a bal széls® oldal meredeksége nem csökkenhet. Tehát f
Newton-poligonjára is igaz, hogy a bal széls® oldal meredeksége nagyobb, mint − 1

k
.

Másrészt p - an miatt p - anbn, továbbá minden j ∈ {0, 1, . . . , n−l−1} esetén p | ajbj.
Ez azt jelenti, hogy f Newton-poligonjában a 0 meredekség¶ (jobb széls®) oldal (ha
van ilyen) v-hossza továbbra is legfeljebb l lehet. Tehát a korábbi gondolatmenet
f -re is alkalmazható.

A következ® lemmát Schur bizonyította be a [15] cikkben, de korábban már
Sylvester is igazolta [16]. Ez a lemma fog segíteni Schur tételének bizonyításában
megfelel® p prímszámot találni, amelyhez tartozó Newton-poligont fogjuk vizsgálni.

5.2. Lemma. Legyenek m és k pozitív egész számok úgy, hogy m ≥ k. Ekkor létezik
olyan p ≥ k+1 prím, amelyre p osztja az m+1,m+2, . . . ,m+k számok valamelyikét.
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Figyeljük meg, hogy a fenti lemma m = k esetén azt mutatja, hogy tetsz®leges
k pozitív egészre van olyan p prím, amelyre k + 1 ≤ p ≤ 2k. Tehát ez a lemma
Csebisev tételének egy általánosítása.

A következ® formulát Legendre adta tetsz®leges n természetes szám és p prím-
szám esetén a νp(n!) kitev® kiszámítására.

5.3. Lemma. Tetsz®leges n ∈ N és p prím esetén

νp(n!) =

⌊
n

p

⌋
+

⌊
n

p2

⌋
+ . . . =

∞∑
i=1

⌊
n

pi

⌋
.

5.4. Megjegyzés. Vegyük észre, hogy a fenti formálisan végtelen összeg véges,
hiszen létezik olyan r nemnegatív egész szám, melyre pr ≤ n < pr+1. Ekkor n

pi
< 1,

tehát
⌊
n
pi

⌋
= 0 minden i > r esetén. Vagyis:

νp(n!) =
r∑
i=1

⌊
n

pi

⌋
.

A fenti három lemma segítségével be tudjuk bizonyítani Schur tételét, amely
irreducibilis polinomok egy végtelen családját adja. A tétel Filaseta-féle bizonyítását
ismertetjük [6].

5.5. Tétel (Schur tétele). Legyen n egy pozitív egész szám, továbbá a0, a1, . . . , an
tetsz®leges egészek, úgy hogy |a0| = 1 és |an| = 1. Ekkor

an
xn

n!
+ an−1

xn−1

(n− 1)!
+ . . .+ a1x+ a0

irreducibilis a racionális számok teste felett.

Bizonyítás. Mivel a tételben szerepl® an x
n

n!
+ an−1

xn−1

(n−1)! + . . . + a1x + a0 polinom
nem egész együtthatós, vizsgáljuk n!-szorosát, hiszen egy konstanssal való szorzás
nem változtat a racionális számtest feletti irreducibilitáson. Tehát tekintsük a g =∑n

j=0
n!
j!
xj és az f =

∑n
j=0 aj

n!
j!
xj polinomokat, továbbá legyen bj = n!

j!
.

Tegyük fel, hogy f nem irreducibilis és legyen k a legkisebb fokú nemtriviális
osztójának foka. Ekkor k ≤ 1

2
n, tehát n − k ≥ k. Az 5.2. Lemmát m = n − k-ra

alkalmazva kapjuk, hogy létezik olyan p ≥ k + 1 prím, amelyre p | n − l valamely
l ∈ {0, 1, . . . , k − 1} esetén. Megmutatjuk, hogy az így megkapott k és l egészek
esetén az 5.1. Lemma feltételei teljesülnek a g polinom bj együtthatóira. Ha j ∈
{0, 1, . . . , n− l−1}, akkor n− l szerepel a bj = n!

j!
= n ·(n−1) · . . . ·(j+1) szorzatban,

ezért p | bj. Továbbá mivel bn = n!
n!

= 1, ezért p - bn.
Vizsgáljuk a g polinom p-hez tartozó Newton-poligonját. Mutassuk meg, hogy g

Newton-poligonjában a bal széls® oldal meredeksége nagyobb, mint− 1
k
.A konvexitás

miatt ennek az oldalnak a meredeksége a legkisebb, tehát éppen

min
1≤j≤n

(
νp(bj)− νp(b0)

j − 0

)
= min

1≤j≤n

(
νp(n!/j!)− νp(n!)

j

)
.

Legyen r az a nemnegatív egész szám, melyre pr ≤ n < pr+1. Ekkor bármely
j ∈ {1, 2, . . . , n} esetén az 1.1. Lemma 1. állítását és az 5.3. Lemmát használva
kapjuk, hogy

νp(n!)− νp(n!/j!) = νp(j!) =

⌊
j

p

⌋
+

⌊
j

p2

⌋
+ . . .+

⌊
j

pr

⌋
≤ j ·

(
1

p
+ . . .+

1

pr

)
.

17



Összegezzük a jobb oldalon álló mértani sorozatot, majd becsüljük felülr®l:

j ·
(
1

p
+ . . .+

1

pr

)
= j · pr − 1

pr(p− 1)
= j · p

r − 1

pr
· 1

p− 1
<

j

p− 1
.

Ezt a becslést felhasználva kapjuk, hogy

νp(n!/j!)− νp(n!)
j

> −
j

p−1

j
= − 1

p− 1
.

Tehát minden j ∈ {1, 2, . . . , n} esetén νp(n!/j!)−νp(n!)
j

> − 1
k
, hiszen p ≥ k + 1. Ezzel

beláttuk, hogy a bal széls® oldal meredeksége nagyobb mint − 1
k
, így teljesülnek

az 5.1. Lemma feltételei. Tehát f -nek nincs olyan u osztója, melyre l+1 ≤ deg u ≤ k,
ami ellentmond annak, hogy k az f polinom legkisebb fokú osztójának foka.

Schur tételéb®l következik, hogy az ex, sinx, cosx függvények Taylor-polinomjai
irreducibilisek, csakúgy mint az alábbi formulákkal de�niált Laguerre-polinomok:

Ln =
ex

n!

dn

dxn
(
e−xxn

)
=

n∑
k=0

(−1)k ·
(
n

k

)
· x

k

k!
.

5.6. Következmény. Tetsz®leges n természetes szám esetén az alábbi polinomok
irreducibilisek:

1 + x +
x2

2!
+ . . .+

xn

n!

x − x
3

3!
+

x5

5!
+ . . .+(−1)n · x2n+1

(2n+ 1)!

1 − x
2

2!
+

x4

4!
+ . . .+ (−1)n · x

2n

(2n)!

Ln = 1 −nx+
(
n

2

)
· x

2

2!
+ . . .+ (−1)n · x

n

n!
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